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Distribuicoes invariantes

Seja X ~ CM(-,P) em S. Uma medida* 1 em S serd dita
invariante (ou de equilibrio, ou estaciondria) para X (ou P) se

pP =p (e, iy =3 cstxPxy y €S). (0)

Se u for uma probabilidade, diremos que 1 é uma distribuicdo
invariante (ou de equilibrio, ou estaciondria).

Obs. 1) p invariante = uP" = u, n > 0. (1)
2) Se p for distribuicdo invariante e Xy ~ pu, entdo X, ~ u, n > 1.

Def. Diremos que um processo estocdstico (X,)n>0 € estacionario
se (Xn+é)n20 ~ (Xn)nEOx ¢>0.

*Uma medida em S é um vetor em S com todas as coordenadas nao
negativas.



Teorema 1

Se p for uma distribuicdo invariante para uma Cadeia de Markov
X, e Xo ~ p, entdo X é um processo estacionario.

Dem. Basta mostrar que para n,£ > 1, x1,...,x, € S arbitrarios
P(Xl = X1y ,Xn = Xn) = P(X1+g = X1y ,Xn = Xn+g). (2)
O lado direito de (2) vale

erS P(Xf = X)PXX1 e Panlxn = erS MX'DXX1 e Panlxn’

que coincide com o lado esquerdo de (2). O



Teorema 2

Suponha que S seja finito e que para algum x € S haja um vetor 7
em S tal que
Pg,’) — 7y, quando n — oo Vy € S.

Ent3o, m é uma distribuicdo invariante.

Dem. Ty = limy o0 P>(<)’/7) C:K limp—o0 ZzeS P)E;_I)sz

Sleoo (nil)Pz = Z €S 7Tszy

- ZZES limp 00 Pxz

e como 7, > 0 Vy, m € uma medida invariante.

Agora,

. S|« .
ZYGS Ty = ZyES limp oo P)(Q,}) | |:OO limp o0 ZyES P>(<,C) =1,

e m é uma probabilidade. O



Obs.

No passeio aleatério discutido acima, temos
P>(('y7) — 0 quando n — oo Vx,y € Z9.

(m = 0 n3o deixa de ser uma medida invariante, mas n3o é uma
probabilidade.)

Exemplos

booe=(1500)

Descontados casos triviais (o« + 3 = 0 ou 2), temos (do que vimos
antes): quando n — oo

B _a_
e (7
a+B  atp

e logo (0%5, ﬁ) ¢ distribuicdo invariante para P.



Exemplos (cont)

0 1 0
2) P=|(o0 1/2 1/2
1/2 0 1/2

Podemos voltar ao que fizemos antes e (tentar) calcular o limite de P”
para obter uma probabilidade invariante. Em vez disso, notemos que a
Condic3o (0) para que 7 seja invariante produz um sistema linear de
equacdes para p. Vamos monta-lo e tentar resolvé-lo nesse caso. m deve

satisfazer:
M=% m=m+% m=24+%=1=m(1,22)
Como i babilidad =1 = (L2 2
queremos que 7 seja uma probabilidade, P; = 5, e m = (5,5, %)

Note que sé temos uma probabilidade invariante nesse caso, e, logo, se o
célculo do limite sugerido acima vingar (de fato, vinga; verifique), entdo
deve produzir m como acima.



Medidas invariantes (cont)

Def. Para z € S fixado arbitrariamente, e x € S seja

T,—1
Ve = ]Ez{ Z ]l{X,,:x}}v
n=0

0 # esperado de visitas a x por X entre duas visitas a z.
Obs. Sob P,, Z,,T;El Lix,—x} = S Lix,=x}, Se X # z;
se T, < oo, entdo a igualdade vale também para x = z. (3)
Teorema 1. Suponha que P seja irredutivel e recorrente. Entdo
() v2=1; (ii) v* = (7%, x € S) é uma medida invariante para P;
(i) 0 < v <00, x€S.

Dem. (i) é ébvio. (i) Paran>1, {T, > n} ={T, <n—-1}°
depende apenas de Xy, ..., X,_1: se x,y € S, entdo

Pz(anl =X, Xn =Yy, 7—z > n) P:M Pz(anl = X, Tz > n)ny (4)



Dem. Teo 1 (cont)

P recorrente: sob P,, T, < co com probabilidade 1. Logo

i {Z]l{x _y}} z{iﬂ{xn:y,nSTz}}
_Z}P’ =y,n<T,) ZZP (Xn—1=x, X, =

x€S n=1

=y, n<T,)

T,-1
@ Z Py ZPZ(Xn—l =x,n<Tz) = ZEZ{ Z ]l{X”:X}} P
n=0

XES n=1 X€ES

EAX 2 1(x,_,—x}} Vx

Obs. De (ii) e (1): YVn>0, w,y €S, v, = va p(n >

x€S
(iii) P irredutivel: 3 k,¢>0tq P, P > 0.

plk)

De (i) e (5): 72 >~2PY) >0, 4PW <qz=1 . <

Oy
(n) (5)
L <00 O




Teorema 2

Suponha que P seja irredutivel e que A seja uma medida invariante para
P tal que A\, = 1. Entdo \ > ~~.
Se além disso, P for recorrente, entdo \ = 2.

Dem.
Paratodoy € S,y # z, n > 1, como A é invariante:

)\)’ = ZXOES )\XO PXO}’ = Zxo;éz )‘Xo ’DXO)’ + sz
= Zxo,xl;éz )‘Xl 'DX1X0 PXO)’ + Zxo;éz PZXO PXO}’ + PZy

= ZXU’MX#Z Ao Pros 1 Proy

+PZ}’+ZPZX0PXOY+"'+ Z PZXn71""DX1X0PX0y

X0F#Z X0y Xn—17Z

P, (Xi=y, T;>21)4+P;(Xo=y, T; >2)++P;(Xa=y, T;2n) =E; 371, 1{X;=y, T, >i}

> EZZ7:1 ]I{X, =Y, Tz > l} n—_>>oo Ezzzl ]1{X, =Y, Tz > ’}

z (3) Z . Z
=E. Y5 UXi=y} 2 o A2n



Dem. Teo 2 (cont)

Se P for recorrente, entdo 7* € invariante, pelo Teo 1.

Logo i := A —~% > 0 tb é invariante.

Como P é irredutivel, dado x € S, existe n > 0 tal que =S}

Logo, 0 = i, > uxP%), & e = 0. O

Obs. 1) P irredutivel e recorrente = existe uma tdnica medida invariante
para P, a menos de constante multiplicativa. Logo, nesse caso, qualquer
medida invariante é ou identicamente nula ou identicamente estritamente
positiva (j& que, pelo Teo 1, 4# é identicamente estritamente positiva).

2) A existéncia ou n3o de distribuicio invariante para P no caso
irredutivel e recorrente se reduz a soma

Z’Yi = ZEZZZR{XI :X} :]EZ(TZ)

xeS xeS i=1
ser finita ou n3o, respectivamente.
Def. Se x € S for tal que m, := E,(Ty) < oo, entdo dizemos que x é

recorrente positivo. Se x for recorrente, mas n3o recorrente positivo,
entdo serd dito recorrente nulo.
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Teorema 3

Seja P irredutivel. Ent3o sdo equivalentes as seguintes afirmagdes.

(i) Todos os estados sdo recorrentes positivos;
(i) Existe um estado recorrente positivo;

(iii) P admite uma distribuicdo invariante.
Além disso, sob (iii), sendo 7 a distribui¢do invariante, temos:

e =—,x€S.
my

Obs. 1) P irredutivel e recorrente positiva = 7 € Unica;

2) Recorréncia positiva, resp. nula, é propriedade de classe (pois
cadeia restrita a classe recorrente/fechada é irredutivel).
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Dem. Teo 3

(i = ii): dbvio.
(it = iii): Se z € S for recorrente positivo, entdo é recorrente, e,
pela irredutibilidade, P é recorrente. Teo 1: <% é invariante. Agora,

zZ Tz
Exes Tx = ers E, Ei:l ]l{Xi = X} =E, T, =m; <oo,

logo mx = 7Z/m,, x € S, é uma probabilidade invariante.

(iii = i): Seja z € S; como 7 é uma probabilidade, Ix : 7, > 0; como P
é irredutivel, 3n > 0: PV > 0; como 7 é invariante, 7, > m, P > 0.

Seja agora Ay = 7y /7, x € S; Teo 2: XA > 4. Logo

m; = ZxES ,‘Yi S ZXES >\X = ZXES % = 71% < 0. (6)

.. z é recorrente positivo .*. z é recorrente .". P é recorrente

Teo 2. A=+9%,ea <em (6) é uma =. O
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Obs.

1) Se S é irredutivel, entdo
a) S recorrente positivo < 3 distribui¢do invariante;

b) S recorrente = 3 medida invariante, (nica a menos de
constante multiplicativa;

c) S recorrente nulo = 39 distribuicdo invariante;
d) S recorrente nulo < 3 medida invariante infinita
+ S recorrente

2) A investigacdo sobre a existéncia/unicidade de medida/ distribuicdo
invariante , bem como a recorréncia positiva/nula/transitoriedade de uma
cadeia irrredutivel pode ser feita investigando-se as solu¢des da equagdo
linear/sistema de equacdes lineares dada(s) por

p = pP,
onde p é a incdgnita.

3) S finito, irredutivel: Teo 4 Album 4 = S recorrente; Teo 2: VE < 00,
xeS

Somp =% 5% < 00, ez érec positivo; Teo 3: S é recorrente positivo.
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Exemplos

1) PASS em Z (irredutivel, recorrente)
Seja px = 1. Entdo ux = %ux_l + %ule, x € Z, e logo p é inv.
Sendo p infinita, a Obs 1d acima diz que a cadeia é rec nula.

2) O argumento acima funciona igualmente em Z2; =1 ¢é
invariante também para o PASS em Z9, d > 3, mas nesse caso, a
cadeia n3o é recorrentef.

3) PAS assimétricoem Z: Pyx—1=q < p=Pxx+1, p+qg=1.
p=Pu & iy = ppx—1+ qlxt1, X € Z
X
Essa eq de diferengas tem a seguinte sol geral: py, = A+ B(g) ;

logo, temos uma familia a 2 parametros, A, B > 0, de medidas
invariantes: ndo ha unicidade a menos de const multiplicativa
(cadeia transitéria); ndo ha distribuicdo invariante.

TEsse caso é contra-ex para reciproca da Obs 1b: Teo de Liouville discreto.
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Exs (cont)
4) Castelo de cartas
S=7Z"=1{0,1,2...}; Pyxxt1 = px € (0,1), x > 0.
dx =1-py Px

\/9\

0 x x+1

PP =1 & po = 3020 ixGxr  Hx = Px—1Px—1, X > L.
Iterando: px = po H)X,;l py =: poPx—1. Logo

i =(1,Po,P1,...) e miltiplos positivos sdo meds invariantes.

— = b g S .
Se M = szo Py < o0, entdo m = T €2 distr invariante.
Nesse caso, como P é irredutivel, temos que P é rec positiva.
Exercicio: Mostre que P é (a) transitdéria < limy_,oo Px = H;io px > 0;
(b) recorrente nula < [[J2, pc =0e 35 oo Px = 0.
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Convergéncia ao equilibrio

Def. x € § é dito aperiddico se P)EQ) > 0 V n bastante grande

Obs. Pode-se verificar que x é aperiddico se sé se 0 maximo
divisor comum de {n >1: Pg(') > 0} for 1.

Lema 1. Se P for irredutivel e admitir um estado aperiddico,

entdo para todo x,y € S, temos que P)(J) > 0 V n bastante
grande. Em particular, nesse caso, todo estado é aperiddico.

Dem. Sejam z € S aperiddico, e x,y € S.
Irredutibilidade: 3r,s: PLY, PS) > 0.

Dado ng tq P§2)>0Vn2no, sen>ny:=ng+r+s:
P>(<>r/1) > P>(<£)P§g_r_s)P§;) >0,jdquen—r—s>n.

Obs. Aperiodicidade é propriedade de classe.
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Teorema 4 (Convergéncia ao equilibrio)

Suponha que P seja irredutivel, aperiddica, e que tenha distribuicdo
invariante 7. Dada uma distribuicdo inicial u qualquer, temos

P(X, =y) n? Ty, Vy € S. (7)

Em particular,
Py(Xn =) =2 Ty Vx,y €S. (8)

Obs. 1) O limite ndo depende de i ou x (perda de memdria).

2) Segue do Teo 3 que podemos substituir a frase "que tenha
distribuic3o invariante 7" por " recorrente positiva’”; nesse caso,
adicionamos depois de (7): "onde 7 é a distribui¢do invariante
estipulada pelo Teo 3".

3) Cadeias irredutiveis e recorrentes positivas sdo ditas ergddicas.
Cadeias irredutiveis finitas sdo ergddicas (vide Obs 2 no Slide 13).

17



Dem. Teo 4 (Acoplamento de Doeblin)

Seja Y ~ CM(7, P) independente de X. Dado v € S, seja
T=inf{n>1: X,=Y,=v}

1) Vamos mostrar que P(T < o0) = 1.
W = (X,, Y,) éuma CM em S x S com MT P, ) (w.2) = PxwPyz
e distribuicdo inicial A(x w) = txTw.
Como P ¢é aperiddica, Vx,y,w,z € S, "S)(:,)}/),(W,z) = P>((.',.7,)P}(,§) >0
V n grande o bastante; logo P é irredutivel.
Além disso, P tem distribuic3o invariante 77'(X7W) = M Tw:

Teo 3: P rec pos.
Como T = T(,,,), o tempo de 17 passagem de W por (z, z),
segue do Teo A do Album 4 que P(T < o0) = 1.

18



Dem. Teo 4 (cont)

Xna T,
2) Seja Z, = en=
Yo, sen>T.

Vamos mostrar que Z ~ CM(u, P).
Como T é um TP para W, e a PFM vale para W, temos que

(X74n, YT4n) ~ (W,) com dist inicial concentrada em (v, v)

independente de {(X, Y;); 0 < ¢ < T}, e temos por simetria
(XT+na YT+n) ~ (YTerXTJrn)-

Logo, (Z,) ~ (Xn).

19



Dem. Teo 4 (cont)

3) Da constru¢do acima:

P(X, = x) =P(Z,=x) =P(X, =x, T > n)
+ P(Yo=x,T <n) =mx+enx,

P(Yn=x)—P(Y,=x,T>n)

onde |epx| <P(T > n) = 0 quando n — .

20



Convergéncia ao equilibrio — Caso irredutivel geral

Para tratar do caso irredutivel geral (fi necessaria/e aperiédico,
fi necessaria/e rec pos), comecamos com um resultado preliminar.

Teorema 5 Seja P irredutivel. Entdo 3 um inteiro d > 1 e uma parti¢do
S=CyU...UCy_1 tq, fazendo Cpys, =C,, 0 < r < d,

(i) Suponha que x € C,. Entdo, Pg,’) >0=y€Crin;

(ii) Dados r e x,y € C,, temos que ny > 0V n grande.

Obs. 1) d é dito o periodo da CM/de P; o caso aperiddico corresponde a
d=1.

2) Pode-se mostrar que d = mdc{n >1: P,(O'Z) > 0}, indep de x € S.

3) A particdo é dnica a menos de qual componente recebe o rétulo "0",
no caso em que d > 1, o que é arbitrario entre os d componentes.

4) Esse teorema diz que, para 0 < r < d, se u se concentrar em C,, entdo
(Yn)n>0 = (Xan)n>0 € uma CM(p, P9) em C,, irredutivel e aperiédica, e,
logo, a ela se pode aplicar o Teorema 4, se for recorrente positiva.
Enunciaremos um resultado mais geral no Teorema 6 abaixo.
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llustracao para o Teorema 5

/\\ i

L

As transicdes em 1 passo de dado estado de C,, para dado
r=0,1,...,d — 1, se dd necessariamente para um estado de C,
(nd0o necessariamente sempre 0 mesmo).
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Dem. Teo 5
Fixemos z€ Seseja N ={n>0: Pg';) > 0}; escolhamos
n,nm €N tq0<n <ned=ny— n seja o menor possivel.
Parar=0,...,d — 1, seja

Cr = {X €S: PLY) > 0 para algum n > 0}.
Pela irredutibilidade: S =CoU ... UCq_1
Suponha que P("d+’) plo'd+s)
r,s€{0,...,d —1}.
Fazendo 6 = n’ — n, temos: Pg"l) P( > 0.
Seja £ > 0 tq P{Y > 0. Entdo PL™ "0 > plom) plnd+n p(D) - .
(5m+n’ d+s+¢)

> 0 para certos n’ > n> 0,

o)

similarmente, P;, > 0.

Como dny + nd = dny + n'd, segue da minimalidade de d que r = s,

e, logo, Co,...,Cqy—1 é uma particdo de S.
i) Suponha que x € C, e P > 0. Escolhendo ¢ tq P&™) > 0,
(ed+r+n)

temos que Pz, >0,ey€Cn Uy
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Dem. Teo 5 (cont)

Note que fazendo x = y = z no argumento acima, podemos
concluir que d divide cada elemento de N, em particular d|n;.

Vamos a seguir mostrar que nd € N para todo n bastante grande.

Sen=0,entdiod=mn e Pgd) > (P£22))n >0 Vn. (9)
Se ny > 0 e nfortq nd > n%, ent3o escrevamos

nd = gny + s, (10)
com q,s inteirostqg>n e0<s<n —1.

Como d|ny, temos de (10) que d|s: s = ¢d para algum 0 < ¢ < n;.
sond=(q—0m+tn = PLD > (PENYTHPEN >0 (11)

De (9) e (11): nd € N para todo n > n?/d.
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Dem. Teo 5 (cont)
(ii) Suponha que x,y € C,. Escolhendo 41, 45 tq Pgl), Pg?) > 0:

pitrdtl) > plh) plod) plfz) . 0 sempre que nd > n2,

e(l):>d|f1 + 45. O

Obs. d = mdc N, e indep de z, é dito o periodo da CM.
(O caso aperiédico corresponde a d = 1.)

Exemplos

1) O Passeio Aleatdrio Simples em Z, com p € (0, 1), é irredutivel e tem
periodo d = 2 com Cy = {inteiros pares} e C; = {inteiros impares} (ou
vice-versa).

2) Cadeias com 4 e 3 estados e matrizes de transi¢do dadas, resp., por

1 1
v 2 32) (o0
2 7 2 Jlel0 0 1)]. Temos d=2em ambos os casos.
02 03 11
3 030 22
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Teorema 6 (Teo geral de conv p/ cadeias irredutiveis)
Suponha que P seja irredutivel e tenha periodo d, e seja
Co,-..,Cq_1 a particdo estabelecida no Teo 5. Seja y uma

probabilidade em S concentrada em Cp, e X ~ CM(y, P).

Entdo, parar =0,...,d —1e y € C,, temos que
- d
P(Xnd+r = y) e My (12)

onde m, = E,(T,) * em particular, para x € Cy,

(nd+r) d
ny n;)o ITTy (13)

Obs. Os casos transitério e recorrente nulo estdo incluidos; em
ambos o limite se anula identicamente.

td —po

d
)
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Dem. Teo 6

a) Fagamos v = uP"; entdo, pelo Teo 5, > . vx = 1.

Sendo Y, = X,q.,, n >0, temos que Y ~ CM(v, P9) em C,.
Teo 5: P9 é irredutivel e aperiédica em C,.

Para y € C;, o tempo médio de retorno de Y a y vale 7*.

Logo, supondo o Teo 6 valido para o caso aperiddico, temos que

P(Xpg1r =y) =P(Yn=y) — 4

1
n—oo My

e o Teo 6 vale em geral.
Podemos entdo, para as demais partes, supor que P é aperiddica.

Temos ent3o, do Teo 4, a validade do Teo 6 no caso recorrente
positivo.

Vamos a seguir examinar os casos restantes, a saber, o transitério
e o recorrente nulo.



Dem. Teo 6 (cont)

b) Se P for transitdria, entdo, sendo V, o nimero de visitas a
x € 8§, vimos que Vi ~Geo(px), com py = Py (T, = o0) > 0.

Segue que P, (Vi < 00) =1, e Py(Lx < 00) =1, onde
Ly =sup{n>0: X, =x}.

Logo,
P(Xn = x) < 2o P(H* = i)Px(Xp—i = x) <Pu(L>3)
n/2 L ——
= P(% H ) + E P(H* = i) Px(Xp-i = x)
<P(§ <H <o0) +Pu(Lc>5) — 0.

n—o0
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Dem. Teo 6 (cont)
c) Se P for recorrente nula, ent3o,
my = Zizo Py(Ty > i) =E,(T,) = occ.
Dado ¢ > 0, escolhamos K tal que Z,K:_ol Py (T, > i) >

o N

Entdo, paran> K -1

eventos disjuntos

1>, k1 PXi=y, Xe Ay, L=i+1,...,n)
=i k1 P(Xi = y)Py (T, > n—1i)
K— .
= S P(Xnmi = Y)Py (T, > i)
Logo, existe i € {0,...,K — 1} tal que P(X,—i = y)) < 5.  (14)

Para preencher as lacunas vamos a seguir novamente recorrer ao
acoplamento de Doeblin.

Seja Y ~ CM(\, P), X a ser escolhida, e W = (X,, Y).

Como antes, aperiodicidade garante irredutibilidade.
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Dem. Teo 6 (cont)

Se W for transitdria, entdo, fazendo A = p, temos que

P(X, = y)?> =P(W, = (y,y)) L)> 0, e o resultado segue.
n—o00

Vamos supor que W é recorrente. Usando a notagdo do Teo 4:

P(T < o0) =1,
e, de novo,

[P(Xn =y) =P(Ya =y)| — 0.
Para j € {0,..., K — 1} fixo, tomando A = P/, temos que
P(Y, = y) =P(Xpyj = y).
“IN>0tq [P(X, =y) —P(Xop = y)| <
CAN>Kitq [P(X, =y)—P(Xp_i = y)| <

Vn

Y

N,j=0,...,K—1

NIm

Vn

| \/

N,i=0,...,K—1.

NIm

Tomando i como em (14), e usando o resultado acima: P(X, = y) <e.
O
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Sem irredutibilidade

Sejam Rf, R;r, ... as classes recorrentes positivas de S.

1) Se 72;“,72+, ... forem todas aperiédicas, e 7' for a distribuicio
invariante associada a R,J“ (correspondendo aquela da cadeia com
distribuic3o inicial concentrada em R;"):

Dado x € S, seja hl = P,(X atinge R;"). Entdo

Pu(Xa=y) — himl, se y € R} para algum i;

: +
njo 0, sey ¢ UIZlR, )

2) Se houver alguma R,+ com periodo d; > 2, a andlise se
complica, entrando em questao

B (0) = Pu(HR = £,X,€C)), €20, r=0,....d — 1,

onde C{, e 7C£I,——1 ¢ a particdo de R,J“ dada pelo Teo 5. Essas
quantidades podem n3o ser muito ficeis de achar.



